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Soit K un corps. Un sur-corps L de K est dite extension pseudo-lineaire a 
droite d’ordre n de K, engendree par un Clement v, si, S Ctant un endo- 
morphisme et D une S-derivation de K: 
xv = v  . XS + xD, (XEK) (l) 
w” + w~--lhl + ... + An = 0, (Xi E K). 9) 
Cohn [4] a don& une construction d’extensions pseudo-lineaires d’ordre r~ 
premier oti l’equation est binomiale (& = 0, 1 < i < IZ). 
Nous Ctudions dans la Section 2 les caracteristiques des extensions pseudo- 
lineaires finies quelconques, apres avoir Ctabli, Q la Section 1, des lemmes 
indispensables. A la Section 3, nous donnons une signification geometrique de 
ces extensions en utilisant les (S, D)-morphismes d’un K-espace vectoriel B 
gauche, deja vus en [6]. A la Section 4, nous caracterisons le centralisateur V 
de K dans L dont l’intervention est bien utile dans la suite. A la Section 5, 
nous examinons deux cas particuliers: d’abord le cas ou D est interieure 
(D = 0). Si aucun des Si (1 < i < n) n’est interieur, alors I’extension L est 
binomide (ou extension pure [5]). S i certains de ces automorphismes sont 
interieurs, il existe zu dans le centralisateur V tel que K(w) est extension 
celztrale de K et L est extension pwe de K(w). On retrouv-e ici un rCsultat de 
Cohn [3, Lemme 3 et 5, ThCoreme 5.5, p. 3041. 
Nous Ctudions ensuite le cas particulier oti S est interieur (S = I) et D 
exterieure. Alors la caracteristique de K est p + 0 et z = p”d. Si le centraii- 
sateur b’ coincide avec le centre T de K, alors necessairement n = p” 
et l’equation (2) ne possede que des puissances de &’ (0 < Tz < ej; les 
coefficients correspondants Ctant dans T. Une telle extension L de K sera 
dite D-pure. 
Si V f  T, alors V est engendree par un element M tel que K(u) est centrale 
et L est extension D-pure de K(u). Nous obtenons ainsi un resultat com- 
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plementaire du ThCoreme de Cohn precedemment cite: Toute extension 
pseudo-lineaire d’un corps K avec automorphisme interieur et derivation 
exterieure peut &tre obtenue en prenant une extension centrale suivie d’une 
extension D-pure. 
A la Section 6, nous Ctudions le prolongement de l’endomorphisme S et 
dans le cas general oti D est exterieure ainsi que tous les Si (1 < i < n), le 
prolongement a lieu si et seulement s’il existe un Clement a dans le centrali- 
sateur de KS2 (image de K par S2) dans K tel que SDa - DS est interieure. 
Enfin a la Section 7 sont CtudiCes les caracteristiques des extensions 
pseudo-lineaires galoisiennes. On peut reduire ce probleme Q I’examen de 
trois cas principaux: le cas commutatif bien connu, le cas des extensions 
binomiales caracterise deja en [4] et enfin le cas des extensions D-pures. 
1. LEMMES PR~LIMINAIRES 
Soit K un corps avec un endomorphisme S et une S-derivation D. On 
designe par T le centre de K. Cohn [4] a introduit dans I’anneau End(K) des 
endomorphismes du groupe additif de K la somme de tous les produits de 
k facteurs D et n - k facteurs S (1 < k < n) dans tous les ordres possibles. 
Nous notons cette somme fk”(S, D) et lorsqu’aucune confusion n’est a 
craindre, fkn. En particulier fan = S” et fnn = Dn. Supposons 1 < k < n et 
considerons tous les termes de la somme fkn contenant D en facteur a droite; 
il est clair que la somme de ces termes est fF-lD. 11 reste alors des termes 
contenant S en facteur a droite dont la somme est tvidemment f E-‘S. Le 
raisonnement est le m&me pour D et S en facteur a gauche. Done: 
LEMME 1. Pour 1 < k < 12: 
fk” = f ;elD + f ;-‘S = Df z--1 + Sf z-l. 
Nous avons aussi la propriM suivante: 
LEMME 2. fin est me (S”, Srz-l)-d&ivation. 
En effet: 
fin = c SkDSn&k, 
O<k@-1 
et, pour tout indice k et tous x et y de K: 
@y) SkDSn-1-k = xS"Ds"-l-k . ySn + XSn-l . ySkD~-l-k, 
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et en sommant: 
En particulier, si S est un automorphisme de K, alors: 
0: x - s-IXS 
est un automorphisme interieur de l’anneau End(K) et 
S1-*fiTL = D + Do + ... + Dun-l = DE,,,(a), 
trace d’ordre A de D relative B cr. 
Maintenant K [t; S, D] designant l’anneau des polynBmes B droite sur K, 
a une indeterminee t, avec la multiplication: 
xt = t . XS f  XD (x E K), 
le lemme suivant a &tC demontrC par Cohn [4]: 
LEhihIE 4. Dam K[t; S, D], pour tout entier n >, 1 et tout x de R: 
Nous posons maintenant la definition suivante: 
D~FINITIOK 1. A toute suite a, , ap ,..., a,,,-r de r, - 1 elements de K, 
associons une suite F,” (1 < k < R) d’C1Cments de End(K) comme suit: 
I?,” = flrz et pour 1 < k < II: 
On a la propriete suivante: 
LEMME 4. Supposons que F,*% soit une (S”, Sn-Jz)-dhivation intt&we 
induite pay aP pour 1 < k < Y < II. Aloes F,” est me (S”, S+y)-d&vatioz. 
On sait deja que Flvz = fp est une (P, S”-I)-derivation (Lemme 2). 
Supposons la interieure induite par a1 . Alors dans K[t; S, D] et pour x E K: 
= tn - xS” + P-l - (xfl” + xSnmla,) + t”-” . (xfz” + ~f~%~) + p(t) 
avec degre p(t) < n - 2 si n > 2, et p(t) = 0 si n = 2. 
60 A. DONFDDU 
Comme fin est intkrieure induite par a, , alors: 
x(t” + ~-la,) = (t” + tE-Gzl) . rSn + tn-2 . xF,” + p(t). 
Supposons par rkurrence que F,“,..., F& soient intkrieures induites 
respectivement par a, ,..., a,-, . Alors, en posant: 
u = p + p-la1 + ... + t+L-T+lq,-l ; 
on voit que: 
xu = u . x:s” + t”-T . xFVfi + p(t), 
avecdegrCp(t)<n-rsir<n,etp(t)=OsiF=n. 
De plus, pour tous x et y  dans K, (xy)~ = x( ye) donne: 
u(xy) S” + t”-‘(xy) F,” + PI(t) = w(u . ySn + tn+- - yF,” + p2(t)) 
= (u - xi!?= + t”-’ - xF,.~) . yS” 
+ tn-+- . xS”-’ - yF;l + p3(t), 
(3) 
p, , p, , p, Ctant des polyn8mes de degrC <n - r; en identifiant les coefi- 
cients g droite de tnpr, on obtient: 
(my) F,” = xF,.” . yS” + xS”-” . yFYn, 
ce qui dkmontre le lemme. 
LEMME 5. Soit S un automorphisme de K tel que Sq wit intkieuv iltduit 
par y (q entier 31). Aloes pour toute S-dkrivation D: 
DaQ = (D + D&Y 
avec 01 = y-‘Sy E T, et D, est la S-dkTivation in&ewe induite par w = 
yl . yD. 
Si XSQ = y-lxy (x E K), alors: 
x&p+1 = y-l&y . xs . ys = (XS) sq = y-l . x&j/, 
et par conskquent: 01 = y-?Sy E T, centre de K. De plus: 
xS-qD = (yxy-l)D = yD . XS . y-?S + y . LYD . y-lS + yx . y-lD, 
d’oh : &-qDSq = y-l . yD . xSol + xDol + x . y-IDy. Comme: 1 = y-ly 
entraine 0 = y-lD . yS + y-l . yD, alors, si w = y-l. yD, on a y-ID = 
--w . y-1S, d’oti: 
xS-qDSq = (xD + w . xS - XW)OI, 
ce qui dkmontre le lemme. En particulier, si q = 1, on a 01 = 1. 
ExTENSIONS PSEUDO-LINhIREs 41 
2. EXTENSIONS PSEUDO-LIN~AIRES D'ORDRE n 
Soit K un corps avec un endomorphisme S et une S-derivation D. Nous 
Ctudions les caracteristiques des extensions pseudo-hneaires generaies d’ordre 
n de K. Une telle extension L est engendree par un ClCmenr o tei que: 
xi = ‘ii XS + xD, (x E K), (ii 
v” + v”-IAl + ... + ah,-l f  A, = 0 (A, E K). P? 
On designe par F,” (1 < k < TZ) les elements de End(K) associes a S, D 
et a la suite AI ,..., h,,(DCfinition 1). On designe par f(t) le polyndme de 
K[t; S, D] ayant ces coefficients a droite: 
f(t) = tn + WA1 + ... + th,-, + A, ~ 
Le theoreme suivant caracterise les extensions pseudo-lineaires finies: 
T&~R~~ME 1. Soit K un corps avec un endomorphisme S et une S-de’rivation 
D. I1 existe we extension pseudo-li&aire h droite L d’ordre n de K engendrie par 
un t%?ment v  cki$ant (1) et (2) si et seulement si: 
1” Fkn est la (P, JWk)-d hivation intekiewe induite pat A, pow 
l<k<n. 
2: h,D = h,(X,S - A,) f  X,+1 - &S (1 < k < 13 - 1) 
X,D = h,(h,S - A,), 
3” f(t) est irkductible dans K[t; S, D]. 
Frame 1”. Pour tout x de K, on a: 
*v(vn + v-l"-ljq = vn . xs'" + .g-l . (xfl" + xs?!-lq + ~.. 
En tenant compte de (2) et identificant les coefficients a droite de v’+~, on 
obtient : 
ce qui montre que F,” = flql est interieure induite par AI . 
Supposons par recurrence que F,n est interieure induite par A, pour 
1 < k < n, et montrons que Ff+, est interieure induite par X,+1 . D’apres Ia 
relation (3) du Lemme 4, on a: 
~(0” + . . . + v’+~A,) = ($ + . . . + v”-“jq . xS” + v’+-k--l , &‘;+, + . . . 
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En tenant compte de (2) et identifiant les coefficients 2 droite de ~‘“-~--l, 
on obtient: 
+S1E-k-l . h,+l = -A,+, . xS” f xF,“,, (x EK) 
ce qui dkmontre la propriM 1”. Celi veut dire aussi que: 
xf(t) = f(t) . xS” ~f(t)K[t; S, D] (x E K). 
Preuve 2”. De la relation (2) on dkduit: 
et 
-g+1 = @Al + v”-q2 + ... + VA, 
-vn+1 = (v’n-9, + ... + h,)v 
= vyv  . h,S + h,D) + **. + (v . h,S + h,D) 
= v” . h,S + v”-~(A,D + h,S) + ... + X,D. 
Par conskquent: 
v”(hl - h,S) = c v+“(h,D + A,,$ - A,,,) + h,D, 
l<hq-1 
et en utilisant de nouveau (2) et identifiant les coefficients & droite des v+~, 
on obtient, pour 1 < K < n - 1: 
h,D + X,+,S - hlctl = &(&S - A,) 
et pour k = n: h,D = h,(h,S - A,). 
Les relations du 2” sont done Ctablies. Elles signifient que, dans K[t; S, D]: 
fj(t) of K[c S, Dl. 
Par conskquent, 1” et 2” signifient que I’idCalf(t) K[t; S, D] est bilatkre. 
PTeuve 3”. Enfin, pour notre extension L, f(t) est irrkductible dans 
K[t; S, D] car, s’il existait deux polynbmes p(t) et q(t) de degrCs >I, tels que 
f(t) = p(t) q(t), on aurait alors dans L: 
f(v) = 0 = P(V) 4(v) 
d’oti p(v) = 0 ou q(v) = 0 et v  vkrifierait une K-combinaison linkaire 2 droite 
nulle: 
vru, + -*- + vu, + a, = 0 (1 < r < n; ai E K) 
ce qui contredit que L est d’ordre n sur K. 
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Rtciproquement, si l”, 2”, 3” sont verifies, alors l’idtalf(tj K[t; S, B] est 
bilatere et maximal, par consequent l’anneau quotient f(t)](r) K[t; S, D] est 
un corps, extension pseudo-lineaire a droite d’ordre z de K. Le theoreme 
est demontre. 
3. SIGNIFICATION G~OM~TRIQUE 
Soit E un K-espace vectoriel a droite. Un (S, D)-morphisme H de E [6] 
est un C!Cment de End(E) tel que: 
(xa)H = sH . aS + x . aD (x s E; Q E K) 
(Cohn, dans IS, (8.4)], nomme H une application pseuiio-~~&~ili~e de E). 
DEFINITION 2, Soient H un (S, D)-morphisme de E et A, ,...r A, me 
suite finie d’klements de K (rz > 2). On dira que H es un (S, D, (Xi)rGi& 
orthomorphisme de E si: (a) pour tout x f  0 dans E, !a famille 
{.q df,..., xH+l) 
est K-libre a droite dans E, (b) H” f  Hn+lAl + ... + HA,, = -IA, 
(homothetie -A,). 
Comme dans 161, on montre qu’un (S, D)-morphisme H de E qui v-C&e (b), 
verifie aussi (a) si et seulement sif(t) = P + ~-9~ - ‘.. + An est irreductible 
dans Kjt; S, D]. Un tel H est bijectif. Considerons le sow-anneau de End(E) 
engendre par les homotheties et un (S, D, (A,))-orthomorphisme H de E; 
comme dans [6], on montre que ce sous-anneau est un corps isomorphe B 
1’extensionL pseudo-lineaire B droite d’ordre IZ de K engendree par un element 
z’ verifiant (1) et (2), d’apres le Theo&me 1. 
On peut regarder E comme un L-espace vectoriel a droite; si on designe 
par (e& une L-base B droite de cet espace et par F le K-espace vectoriel 5 
droite de base (e& , alors E est isomorphe au produit tensoriel F @,L. 
Reciproquement, s’il existe un K-espace vectoriel a droite F et une 
extension pseudo-lineaire L a droite d’ordre n de K engendree par o verifiant 
(1) et (2), alors par extension du corps des scalaires de K 2 L, le produit 
tensoriel E = I? &L est un K-espace vectoriel a droite. Definissons 
HE End(E) par: 
?~=yQa-+sH=y@av (yEF; CXEL). 
On verifie immediatement que H est un (5‘: D, (hi))-orthomorphisme de E. 
On a done le theoreme suivant: 
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T~6o~hnz 2. Soit E un espace vectoriel a droite sur un corps K avec un 
endomorphisme S et une S-derivation D. I1 existe un (S, D, (A,))-orthonwrphisme 
de E (associe’ a une suite (Xi) (1 < i < n) d’t%ments de K) si et seulement s’il 
existe un K-espace apectoriel a droite F et ume extension pseudo-lineaire a droite L 
d’ordre n de K (engendrb par un .4l.&nent v  vtG$iant (1) et l’equation (2) associee 
a la me”nze suite (Ai) (1 < i < n) de coeficients a droite) tels que E = F OK L. 
En particulier, si (dim, E)r = n, il existe un (S, D, (A,))-orthomorphisme 
de E si et seulement si E est isomorphe 2 L. 
4. CENTRALISATEUR 
Etudions maintenant le centralisateur F’ de K dans L. Alors u E V si et 
seulement si xu = u.\: (x E K). Le centre U de L est par suite U = 
(24 E T’/uv = vu}. Posons: 
u = vTnallL t ’ “.+a, (0 < m < n; am f  0; ai E K). 
Pour que u E V, il faut que: xSma,, = a,x. (1) Si aucun des 9’ (1 < i < n) 
n’est interieur, alors,:m = 0 et u = a, E T. Par consequent, V = T et U = 
{x E T/.x5 = x et ND = O}. (2) S’il existe un plus petit entier q (1 < q < n) 
tel que SQ est interieur induit par y, remarquons d’abord que T C V et 
cherchons les conditions necessaires pour que I; - T f  4. Soit u E V - T. 
Alors SIP doit &tre interieur et par suite q divise m. En identifiant les coeffi- 
cients a droite de v+r dans uv = VU, on obtient: 
xS”z-la,n-l + kfln”am = amg, 
ce qui montre que fin’ = FIm doit etre interieure induite par cir = a,-,a;l. 
En identifiant ensuite les coefficients a droite de v-~: 
xS”z-2a,,2-, + x(f,“‘a,-, + t;Tzaln) = awe2x, 
ce qui montre que Y;‘% = f2”L + ~~z-‘~l est interieure induite par 01~ = 
anL-2anz -I. De facon generale, si on pose olg = a,-,a;’ (1 ,( k < nz) et si on 
designe par Ykm les elements de End(K) associes a S, D et la suite (ai) 
(Definition l), on voit que Y km doit &tre interieure induite par 01~ pour 
l<k<HZ. 
Reciproquement, s’il existe un entier wz, multiple de q et une telle suite 
(ai) d’elements de K et si on pose: 
w = 0~~ + v%xl + ... + a,, ) 
EXTENSIONS PSEUDO-LINkIRES 65 
alors (Lemme 4): 
&L&-w = w . ?c’s”’ (x E 2-c) (4) 
et par conskquent u = WY-‘“/” E r’. 
On a besoin maintenant du lemme suivant, On sait que dans l’anneau 
A = K[t; S, D] existe un polynhme f(t) irrkductible de degre n tel qtle 
.$(t) = f(t) . xSn (LX E R) et l’idCal&g est bilatkre. 
LEMME 6. Soit L une extension pseudo-lint?aire h droite d’ordre n d’zm corps 
K avec urz automorphisme S et une S-dbrivation D zk$iant (1) et (3). Su~poso~zr 
qu’il existe un &ment ZL’ de L - K et un entier k tels que: 
Alors 5’” est intkrieur. Et si on dtkigne par P l’ensemble des zu de L - K ayant 
cette proprie’te’ et par u un e’l&nent de P de degre’ minimum m en .v, alors m Clivise n; 
de plus, K(u) est extensioil & droite d’ordre n/m engendrke par u SW K et P C K(u). 
Preuae I ‘. Soit P l’ensemble des polyn6mes de A, de degrC <n, ayam la 
propriM de I’CnoncC et dksignons par u un polynhme de P ayant le degrC 
minimum 712 (1 < m < n). Alors u est premier B droite avec le polyn6me 
irrkductiblef, c’est-&dire&J + u/l = A (idkaus 2 droite). Comme Af =JLgV 
il existe deux polyn6mes Y et s tels que: 
fifus=l (degrC r < m; degrt5 s < n). 
Pour tout x de K, on a: 
X = xfr + xus = f. ~'5% + u ..z.Shs =fy.y + US,T, 
done: 
f(rx - xSnr) = u(xs”s - sx). 
Puisque f  et u sont premiers entre eux 2 droite, leur plus petit multiple 
commun a droite est de degrC nz + n et par suite: 
Comme degrC r < m, on ne peut avoir I’ E P. Done Y E K* et S” est 
intlrieur. 
Preuve 2”. Soit maintenant a E P avec degrC a = e < n. 11 existe un 
entier i > 0 tel que n < e + im < n + m et il existe des entrers 12 et h’ 
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tels que: xa = a . 32!P et ~22 = 22 . xS”’ (x E K), et par suite (k = h + lz’): 
xuai = aui . .&F (x E K). 
Effectuons la division euclidienne: 
aui = fp + w (degrC w < n). (6) 
On a: degrC p = e + im - n < m. Dans le corps L = A/f& &ii = B 
montre que xw = eu . z.V et par conkquent (6) donne: 
xfp =fp . XL9 d’oh xS"p =p. XS" (x E K). 
On ne peut avoir p E P, puisque degrCp < m. Done p E K* et e + im = n. 
En particulier, si on prend a = u (e = m), on voit que m divise n; et mainte- 
nant m divise e = degrC a, pour tout a E P. 
Montrons entin que tout a E P est K-combinaison linkaire j droite de 
{I, u,..., ~(“/~“)-l}. En effet, si degri: a = mu! < n, effectuons la division de a 
par ud: 
a = uda + F (a E K; degrC r < md). (7) 
11 existe deux entiers 12 et k tels que: 
d’oh: 
xa = a . x9 et &@i = & . xsk (XEK) 
u”(xS~a - a . XSh) + XT - P XS” = 0. 
En identifiant les coefficients 2 droite de tmd, on voit que 
xS”ol - a . XSh = 0. 
11 reste done: 
“XY - 1’ ’ xSiL = 0 (x E K). (8) 
On en dCduit ou bien 1’ E K, ou bien r E P avec degrC r = md’ < md, ce 
qui assure la rkurrence descendante sur d (On divise r par ud’, etc.) 
En rhmk, ZI engendre une extension K(u) d’ordre n/m de K et P C K(u). 
COROLLAIRE. Supposons qu’il existe un plus petit eztier q (1 < q < a) tel 
que SQ soit int&ieur (induit par y) et un Gment zu de L - K tel que xw = w . xSh 
(x E K) avec degre’ w = lz = multiple de q. Si u dtfsigne un polynome de degre’ 
minimum m ayant cette pl-oprie’te’, le centralisateur V de K dam L est T(u~-~“@), 
extension d’ordre n/m du centre T de K. 
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En effet, la demonstration precedente s’applique et pour la relation (7) 
on a CI E T puisque 12 = degre n = degrC ud = k. En identifiant dans (8) les 
coefficients 5 droite de plus haut degre, on voit que q dike degrC Y, ce qui 
assure la recurrence descendante sur d, d’oti le corollaire. 
En resume de cette etude on a le theoreme suiwnt: 
?h&ORkVF 3. Soit L une extension pseudo-lirztfaire d’ordre ?a d’un corps K 
avec ur, endommplristiae S et zme S-dhivation D et dhignons par I7 le central& 
satew de K dans L. 
(I’) Si auczcn des Si (1 < i < fz) n’est intiriew, alou V = T. 
(2’) S’il existe am plus petit entier q (I < q < n) tel qzce Sy est intdriew 
(i?zdzzdt par y), dhignons par B l’ememble des entiers d tels qae: 
(a) q divise d et d divise n, 
(b) il existe a, , a, ,..., ad dans K tels que les Ykrl(S, D) associh B cette 
suite soient inthiewes indzitespar aL (1 < k < d). Dam ces conditions: 
si B = m (en particulier si q ze divise pas IZ), alou J7 = T. 
si BfEfi, soit m = min B et zu = ~‘“1 f  viJ’-lal + ... + a,, . AVors 
P* = T(zz~+~~~Q), extension d’ol-dre n/m de T. 
5. CAS PARTICULIERS 
5. I. Examinons d’abord b cas oil D est izthiewe. 
On peut supposer D = 0. Par le 2” du Theo&me 1, on a: 
h,S = Al, (1 < k < 12). 
De plus fJzn = Fzzn = 0 (1 < k < IE) et: 
A, . x’s” = xS”-i9;; (x E K). 
Done s” est interieur induit par A,, et S est un automorphisme. 
(a) Si aucun des Si (I < i < n) n’es: interieur, alors A, = 0 pour 
1 < k < n et I’Cquation (2) est binomiale: v” + A, = 0. L est une extension 
binomiale ou extension pwe de K [5]. De telles extensions ont CtC Ctudiees en 
Fl. 
(b) S’il existe un plus petit entier q (1 < q < n) tel que 9 est intcrieur 
(induit par y), alors il existe un entier s tel que n = sq et: 
k + 0 (mod q) A, = 0 
k = 0 (mod q) A&~~Q E T, 
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Dans ces conditions, l’equation (2) se reduit a: 
v” + v”-Qh* + *-* + vqA(s-l)Q + A,, = 0 
avec: 
hhaY -h = ah E T (1 < h < s). 
Maintenant, la condition (2”, b) du Theoritme 3 est satisfaite par des ai tous 
nuls puisque Yk d = 0 pour tous entiers d 3 k 3 1. De plus, 4 divise 11, 
d’oti I’ = T(vgy-l). 
Si on pose w = vqy-1, l’equation precedente s’ecrit: 
ws + w-Lx!1 + ... + wff,-l + a, = 0. 
K(w) est extension pseudo-lineaire a droite d’ordre s de K avec l’auto- 
morphisme identique et la derivation nulle. C’est une extension centrale 
[3,5]. L’automorphisme S se prolonge en S a K(w) par WS = w . y-?.S. (11 est 
facile de voir que WV = v * XS et que 
wYY+ w”-l*LxlS+ -a* + ws - Lx,-ls + ol,s = 0). 
L est extension pseudo-lineaire de K(w) avec l’automorphisme S (et la 
derivation nulle) et l’equation binomiale VQ = wy. L est done extension pure 
de K(w). Nous retrouvons ici un resultat de Cohn [3, Lemme 3, p. 553; et 
5, Theo&me 5.5, p. 3041: Toute extension pseudo-lineaire avec derivation 
nulle peut etre obtenue en prenant une extension centrale suivie d’une 
extension binomiale. 
PROPOSITION 1. Soit L me extension pseudo-linkaire ci droite L d’ordre n 
d’un corps K avec un endomo~phisme S et une S-dhivation D engendrtfepar v  
vh$iant (1) et (2). Supposons D inttkieure (D = 0). Aloes S” est inth’eur. 
(a) Si aucun des Si (1 < i < n) n’est inthieur, alors L est une extension pure de 
K: l’kquation (2) est vn + h, = 0 (X,S = X,) et V = T. (b) s’il existe un plus 
petit entier q (1 < q < n)) tel que S4 est intkrieur (in4ifuit par y), alors n = sq 
(s entier) et l’iquation (2) se riduit d: 
vn + v”-Qya1 + *.- + v*y~-las-l + y%, = 0 
avec oli E T et (yioli)S = yiai (1 < i < s); de plus V = T(vgy--l). 
K(v*y-l) est extension centrale de K et L est extension pure de K(vqy-l). 
5.2. Examinons maintenant le cas ozi S est inthieur. 
On peut supposer S = 1. Par le 2” du ThCoreme 1, on a: 
X,D = 0 (1 <k < 72). 
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De plus, pour tous entiers K et r (1 < k < Y): 
fkT(l, D) = Dk (3, 
et par conskquent, pour 1 < k < n: 
F,” xc D” (2) + Dk-l (5 1 ;, A, + ... + D ( (9) 
Soit p la caracttkistique de K. 
(1”) Si (71, p) = 1 ou p = 0, alors fi” = Dn, avec n + 0, montre que 
D est intkieure. Par la proposition 1, L est centrale. 
(3”) Supposons D non indrieure. Alors rkcessairement n = p”d, avec 
e 3 1 et (p, d) = 1. 
Etudions d’abord le cas ?z = p. Comme J1” = 0, aiors X, E T. Si p = 2, 
Fz2 = I)” + Dh, est intkrieure induite par X, . Si p > 2, alors (i) = 0 et 
F.,u = Dfp - 1) &. Puisque D n’est pas intkrieure, ceci exige )\I = CI et \ 
h, E T. Comme ($) = 0 pour I < k <p, on voit de pro&e en pro&e que 
X, = ,~ ~ = An-z = 0 et X,-I E T, et enfin P,” = DP + Dh,-l . L’Cquation (2) 
est done du type: 
VP + vx,-1 + A, = 0 (AD-1 E T). 
Supposons maintenant ~1 = ped. Alors (‘J = 0, d’oti F,” = DA,-, , ce qui 
esige &I = 0 et h, E T. 
En remarquant que (“i”) = 0 (1 < k < p - 1) et (“i”) = - 1, on 5-oit que, 
sip > 2, X,,, = ... = X,,-, = 0 et h9p--1 E T, d’oti: F&, = -D-U&, + DA2,-l 
(intkrieure induite par h,,). (Cette relation est vraie si p = 2 et e > 2. Si 
p = e = 2, alors: 
F,” = D4 + D”X, + DA, (intkrieure induite par h,)? 
et, dans le cas oh d = 1, 1’Cquation (2) est du type: 
v4 + a~,~, + VA, + A, = 0 (A2 ) A, E Tj.) 
Si on kcarte le cas particulier examink B l’instant, on voit que 21 = 
--apA, + z&+-l + X,, appartient au centralisateur T’. 
Etudions maintenant les conditions nhcessaires pour que F7 = T. Dans ce 
cas, il faut X, = X,,, = 0 et X,, E T. Raisonnons par rkurrence sur h 
(1 < h < p) en remarquant que: 
i” -““I k =o (1 Gkdp--I) et 
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Supposons que, pour V = T, il soit necessaire que tous les X, soient nuls 
nuls pour 1 < k < (h - 1)~ et que /\o+n9 E T. Alors, puisuqe D n’est pas 
indrieure, il faut: 
X(h-l)9+1 = --- = hh9+ = 0 et h--1 E T, 
puis F&, = -D(h - 1) hu--1)9 + D.&,-, , interieure induite par hha, . On 
voit alors que I’ClCment -wP(h - 1) &rjp + &,-r + X,, appartient au 
centralisateur V. Par consequent, V = T exige: 
h(h-1)p = hhp.-l = 0 et Ah?, E T (1 < h < p). 
Maintenant si e = 2, alors: I$ = DP”d - Dph,~-, + DA,+ , interieure 
induite par X,2 . Si d > 1,l’ClCment vp’d - VP&,+, + r&n-r + X,n appartient 
au centralisateur V, et comme d f  0, on a certainement F’ f  T. Si d = 1, 
l’equation (2) se reduit a: 
VP + V&L9 +v$-p + A# = 0 @pa-p 9 hpzml E T). 
Maintenant si e > 2, en poursuivant le raisonnement, on voit que, ou 
bien le centralisateur I/’ contient un Clement w EL - K (dont le degre en v  
divide pe), ou bien, si on exige V = T, il faut h, = 0 pour 1 < k < pe - p-l 
(=nz) et h, E T. Mais, pour tout entier k tel que m < k < pe, le coefficient 
dans (9) de Dp-~7ahm est (k-“,,) = 0, ce qui assure la recurrence descendante 
sur e. 
En resume, pour que V = T, il est necessaire que d = 1 et que l’equation 
(2) soit du type: 
avec: 
x pe-pe--h E T (1 < h < e). 
Dans le cas oti V # T, nous allons montrer que l’on peut ramener l’etude 
de L sur K aux cas precedents. En effet, V est engendre sur T par un Clement 
u du type: 
u = vpca, + vexc-l + -*- + veto + /3 (1 < c < e; ai E T; p E K), 
j3 et les 01~ &ant, a des entiers prb, Cgaux a certains coefficients de l’equation 
(2) qui sont D-constants. On a done aiD = /lD = 0. 
Designons par K(u) le sous-corps de L engendre par u sur K. Alors 
xu = ux (X E K) montre que K(u) est extension pseudo-lineaire de K, avec 
I’automorphisme identique et la derivation nulle et par suite, par la Propo- 
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sition 1, l’extension K(u) est centrale. Maintenant, on peut Cvidemment 
prolonger la dkivation D de K en la derivation D de L intCrieure induite par 
-v et on a UD = 0. Par suite K(u) admet D; Alors 
yv=vy+yD, ( Y E Kb>> 
montre que L est extension pseudo-linkaire de K(u) d’ordre pc avec la 
dkrivation D. Le centralisateur de K dans K(u) est 5’ = T(u) et co’incide 
avec le centre de K(u), et le centralisateur de K(u) dans L coincide avec le 
centre de K(u). Par conskquent, l’extension L de K(u) ese du type (10). 
PROPOSITION 2. Soit L we extension pseudo-li&ake h droite d’orrlre ‘2 d’wz 
corps K etzgendrbe par v vhifiant (1) et (2). Supposons 5’ int&iew (5 = 1) et 
soit p la caract&istique de K. 
(1”) Si (n, p) = 1 ou p = 0, alors D est irrtbieure. L est cent~ale. 
(2”) Si D est exthiewe (alors p + 0) et: 
(a) si n =p, I’bquation (2) est du type: 
VP + VA,-, + A, = 0 GL E T) 
et de plus V = T. 
(b) si n # p et si V = T, alors ztkessairement n = pe et I’&ation (2) esi 
da type: 
7Pe + v-9 - * ’ pe-pe-l + 4 v&eq + xp, = 0 
avec 
x ge+,e-~ E T (1 < h < e). 
(c) si V # T, alon V est ezgendre’ SUP T par UIZ &&lent u du ty>e: 
avec 
ZiET, PEK, aiD = ,BD = 0. 
dlon l’extension K(u) de K est centrale et l’extension L de K(u) est pseudo- 
h&ire avec l’automorphisme identique et la dbivation D, prolongement de D 
tt K(u), (uD = 0), et entpe dans le cas (b) de la proposition actuelle. 
On peut rCsumer brikvement cette situation comme suit: 
DBFINITION 3. Soit L une extension pseudo-1inCaire B droite d’un corps R 
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avec S = 1 et D exterieure. On dira que L est une extension D-pure de K si 
V = T. 
Alors la caracteristique p de K est #0 et l’equation de I’extension est du 
type (10). 
THBOR~ME 4. Toute extension pseudo-liniaire d’m corps K avec la d&iva- 
tion D (et l’automorplu’sme identique) est centrale si D est inthwe, et quand 
D est exthieure peut &tre obtenue en prenant une extension centrale suivie d’une 
extension D-pure. 
6. PROLONGEMENT DE L'ENDOMORPHISME 
Si S est interieur (S = l), alors S se prolonge Cvidemment a L en un 
automorphisme S par WS = v  et D se prolonge a L en la derivation interieure 
induite par -v. Si D est interieure (D = 0), S qui est un automorphisme 
de K, se prolonge a L en l’automorphisme S interieur induit par V, car 
A,S = A, (1 < k < n), ce qui assure l’invariance de I’equation (2) par S. 
Supposons maintenant S et D exterieurs. D’apres le lemme de Cohn 
[3, p. 5391, K est necessairement de dimension infinie sur son centre T et 
S = 1 sur T. De plus, on a aussi D = 0 sur T car, s’il existait a E T tel que 
aD f  0, alors pour tout x de K: 
O=(xa-aax)D=xDa+x*aD-aD.xS-a*xD=x*aD-aD.xS 
et S serait interieur (contradiction). 
Nous supposons qu’aucun des Si (1 < i < TZ) n’est interieur et cherchons 
d’abord les conditions necessaires pour que S se prolonge en S B L. La 
relation (1) exige: 
xS~vS=vS~xS2fxDS (xEK) (11) 
Posons: 28 = fPan, + ..* + a, avec 0 < m < n et a, # 0, et portons 
dans (11). Nous identifions les coefficients a droite de TF et nous trouvons: 
xSm+lam = a, * xS2, 
et comme S+l n’est pas interieur pour m > 1, il s’en suit que m = 1 et: 
xS2a, = a, * xS2 
xSDa, + xSa, = a, * xS2 f  DS, 
ce qui montre que a, appartient au centralisateur de K,z dans K (on note 
K,r I’image de K par Si) et que SDa, - DS est interieure induite par a,, . 
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Reciproquement, supposons qu’il existe un Clement a du centralisateur de 
KS dans K tel que SDa - DS soit interieure (induite par bj. Designons par 
D, la S-derivation interieure de K induite par b et posons: 
Alors: 
w = va + b. (12) 
xSw = (v . xS2 + xSD)a + xSb (NEK) 
= w xS2 + xS(Da - Db) = w . xS2 + sSD, 
et la relation (11) est bien vCrifiCe par v.!? = zu. 
Si on note maintenant E = Da - D, , on obtient: 
DS=SE (13) 
ce qui montre que E est une S-derivation de KS dans K, (E n’est derivation 
de K que si a appartient au centralisateur de KS dans K, en particulier si S 
est un automorphisme car alors a E T). De cc qui precede, on deduit: 
y” = w.yS+yE (Y E Ksk (14) 
Pour tout entier k < n, introduisons g,n(S, E) de End(K). De (13) il 
resulte que: 
sg,n = fk”S (1 < k < ?Z). (13 
Par (1 l)> on peut appliquer le Lemme 3, d’ou il resulte que pour tout z > 1: 
XSW” = zu* . xSn+l + w-1 * xsgln + . . . + xSg,‘~. 
Maintenant, tirons v  de (12) et portons dans l’equation (2); on obtient: 
Remarquons que (1, w,..., wn-r} est une K-base a droite de L; alors, en 
appliquant la demonstration du ThCoreme 1 5. l’equation (16), on voit que 
Sgi” est (Snfl, Sn)-derivation interieure induite par pr , puis par recurrence, 
pour 1 < k < n: 
S(g,” + &I&, + ..* + g;-“+lpMj (17) 
est (S air, Snfr-L)-derivation interieure induite par ,+,. ~ 11 en rksulte alors: 
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En effet, Sg,” est interieure induite a la fois par pI et h,S, a cause de (15) 
pour k = 1, et comme S est exterieur, on a bien p1 = h,S. Si on suppose 
les relations (18) vraies jusqu’au rang k - 1, alors l’endomorphisme (17) 
s’ecrit par (15): 
(fk” +f;+, + 0.. +f;-k+lA,,)S 
et par consequent est (S n+l, Sfi+l-k)-dCrivation interieure induite a la fois 
par X,S et ps . Comme Sk est exdrieur, on a bien h,S = pFLg . 
I1 en resulte que, si vS = w, on a bien par (16): 
VT!7 + vn--1s *x,s + ~~~+vS~h,,S+X,S=o, 
ce qui acheve de verifier que S est un endomorphisme de L. 
Avant d’enoncer le resultat, donnons encore quelques precisions. Pour tout 
k > 1, nous notons: 
~,(~;S)=U~US~~~~US~-~ et RN&; S) = 1. 
Nous notions Ik le sous-groupe additif de End(K) constitue des (Sk, SJz-r)- 
derivations interieures, et 1, = I. 
LEMME 7. Soit K un corps avec un endomwphisme S et me S-dbivation 
D. Supposons qu’il extite un &ment a du centralisateur de Ksa dans K tel que 
SDa - DS soit intLqieure. Aloes, pour n > 2: fin = S”-lD &Crz<+l RiV,(a; S) 
(mod In). 
En effet, 
DS = SDa (mod 4) 
entraine, pour tout k 3 1: DS” = SkD . RiV,(a; S) (mod Ik+r) et, pour tout 
nak+l: 
Sn-1-kDS” EE S”-ID . RN&z; S) (mod In). 
Le lemme decoule alors de fin = C,,<k<n-l S”-l-“DS”. 
11 resulte de ce lemme que, si D n’est pas interieure et fin est interieure, 
alors necessairement C,,ckCn-r RfV,(a; S) = 0. 
Si de plus a B T, alors aS = a (en particulier, c’est necessairement ce qui 
se produit si S est un automorphisme), et: 
l+a+ . . . + a"-l =o. 
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Maintenant, si S est un automorphisme de k’; alors la relation: 
permet de prolonger S-l B L. RCciproquement, si s est un automorphisme 
de L, alors pour tout x de IC 
d’oh: 
et en identifiant les coefficients B droite de cd”‘: 
a” . NJ = 0, d’oii x=0 
et par suite m = 0, d’oh x = x$, ce qui montre que K admet 3, 
THBORBME 5. Soit L me extension pseudo-linkabe d droite d’zm corps K 
avec un endonmphisnze S et me S-d&ivatioz D, nzgendrt!e par uz e’l&zent v  
v&$ant (1) et (2). 
Si S est inte’uiew (S = l), aloes S se prolonge en 3 ri L par US = v  et D se 
prolofge & L en la dt+ivation intt%iewe induite par -v. Si D est intkriewe 
(D = 0), S, pui est un automorphisme de A’? se pl-olonge h L en l’autoxorphime 
intkew induit par v. 
Si S et D sont exte’riews, alors K est de dimension infinie SW son centre T et 
S = 1, D = 0 SW T. Supposons qu’aucun des Si (i < i -< n) ne soit intbiew. 
Alon S se prolonge en S ci L si et seulement s’il existe 2cx &%ent a dans ie 
centyalisatew de KS2 darts K tel que SDa - DS est inte’riewe (induite par b). 
Alors vs = aa f  b, et D se prolozge & L en la ,%dtkivation inte’riewe indgite 
pal, -v. De plus, s est un automorphisme si et seulement si S est ztra automor- 
phisme, et &CkCn-l RNk(a; S) = 0. 
Le lernnle suivant sera utile pour la suite: 
LEhmE 8. Sz~pposorzs pe S et D soient ext&ieurs et qu’il existe un plus 
petit entier q (1 < q < n) tel que Sg soit inte’vieur (induit par y). Sz~pposons 
de plus qu’il existe UIZ entier h (2 < h < n) tel que q divise h - 1 et que f17& soit 
intkiewe. -410~s la calactt%istique p de K est f0, divise h .ft n, SD - DS est 
int&iewe et yS = y. 
Preuve. Puisque.fIh est inttrieure, on a: 
D TrJc) = 0 (mod I). 
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D’autre part, She1 est intkrieur induit par un &ment 19, et en posant 
01 = HS’8 E T, alors par le Lemme 5 on a: 
Dab-l = Dar (mod I). 
Par suite: D + Do + ... + Dohe = -Da et: 
Do+Do"+ '.. f D&-l E -Do. &a', 
puis en ajoutant D aux deux membres: 
O-D- Do.aS (mod I). 
Si on pose ,I3 = a-?S’, alors Do = D/3 (modI). Remarquons que: 
N&x; S) = a . as . ... . CdP-2 = 8-?s-18 = 1. 
Par conskquent N,-,(p; S) = 1. Comme Da = Dp entraine pour tout 
entier k: 
Do" = DN&3; S), 
D Tr,(u) = D c N&l; S) = D(1 + 6) E 0 (modI) (19) 
O<k<h-1 
oii l’on a posC: 
6 = N,(P; s) + a*. + N,,(P; S). 
Puisque N,-,(/3; S) = 1, on a aussi: 
6 = 1 + KCB; 8) + *-* + Nh-,(p; 8) 
et par conskquent: 
8 = p . ss. (20) 
On ne peut avoir S # - 1, sinon par (19) D serait intkrieure. Done 6 = - 1, 
d’oii par (20), ,B = 1, par suite 6 = h - 1 et la caractlristique p de K est 
f0 et divise h. De plus, p = 1 montre que BS = f3 et Da = D, i.e., SD - DS 
est intkrieure. 
D’ailleurs, D TrJu) = Dn et fi” intkrieure montrent, puisque D est 
extkrieure, que la caractkristique p de K divise n aussi. Maintenant si Sg est 
induit par y, comme Do = D, on a aussi Dun = D et, par le Lemme 5, 
(a = y+Sy), on a: D(1 - a) = 0, et puisque D est extkrieure, alors a = 1 et 
yS = y. Le lemme &t dCmontrC. 
Ce lemme va nous permettre de donner des informations sur le prolonge- 
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ment de l’automorphisme S dans le cas oti D est esterieure et il existe un plus 
petit entier Q (1 < 4 < n) tel que S* est inttrieur (induit par y), ce que nous 
supposons dans toute la suite de cette section. Posons: 
et cherchons les conditions necessaires pour que w verifie (II). Si h = I, on 
a w = zn, f  a, et SDa, - DS doit &tre interieure induite par a, avec “I E T. 
Si 12 > 1, alors en identifiant les coefficients Zr droite de z.lh, on obtient: 
sS”-la,, = a h . xs’ (x E K) et S”-l doit etre interieur, done 4 divise 17 - 1 
(et lx > 2 car 4 > 1). Ensuite, en identifiant les coefficients a droite de ch-l, 
on voit que fib doit &tre interieure. On peut done appliquer le Lemme 8 et 
SD - DS doit etre interieure (En caracteristique p f  0, avec p divise B, 
a = 1 verifie 1 + a + ... + a”-i = 0). Par consequenr, pour que l’auto- 
morphisme puisse se prolonger, il est necessaire que T contienne UC element 
n tei que SDa - DS soit interieure. 
Signalons un cas interessant oti cette condition est suffisante: L est -une 
extension d’equation binomiale (~1’~ + A, = 0; h,S = A, ; A,$ = 0) et ii 
eriste a E T tel que SDa - DS = 0. Alors S se prolonge par aS = ~a. 
bIaintenant, esaminons plus en detail le c-as G<I il existe un element zc de 
degre c2 > 2 verifiant (11). Mars, SD - DS est interieure (indnite par b) et: 
xSec = zv . xS2 + xDS = w . xS” f  xSD - (b . mS” - xSbj. 
Si on pose u = .u) - v  - b, on a: 
xu = u . x.9 (x E X). (21) 
Reciproquement, s’il esiste u EL - K verifiant cette relation, alors Ie 
degre de u en ~1 est un entier 12 > 2 (puisque 4 > 1) et le Lemme 8 s’applique. 
De plus, I’ensemble P du Lemme 6 n’est pas vide et 5”’ est interieur. Done 9 
divise n. Mais comme 2 divise aussi h - 1, et que la caracteristique p de R 
divise k et n, alors necessairement n = p”d, (p, d) = 1, d f  1 et 4 divise d. 
Supposons que u soit l’element de P de plus petit degre verifiant (21) et 
soit w l’element de P de degre minimum absolu m et designocs par s l’entier 
associe: 
xzu = co . .rS” (x E K). (22) 
On peut supposer 0 < s < Q, en multipliant ZL’ B droite par une puissance 
convenable de y. On sait que degre u = h = nzk. Dans K[t; S, D] effectuons 
la division g droite de u par zu: 
u = wka + r (a E K; degre r < degre 14). 
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Par (21) et (22) on obtient: 
wk(xSksa - a . xS) + XY - T . XS = 0. 
En identifiant les coefficients a droite de vks, on obtient: xSksa - a. XS = 0, 
(done aS = a, puisque yS = y  et S = 1 sur T) et: 
XY-r.xS=O (x E K). 
Comme u est element de degre minimal R verifiant (21), on a rkcessairement 
Y E K, et comme S est exterieur, on a Y = 0, d’oti: 
72 = wka (as = a). (23) 
Soit maintenant: w = v%,,, + ... + a, (ai E K; a, f  0). En identifiant 
dans (22) les coefficients a droite de v”~, on voit que S+s est interieur induit 
par a, , done a,,$ = a,. Pour tout x E K: 
xvw = (v . XS + xD)w = VW . x,P1 + .w . xDS” 
xzuv = w . xS% = WV . xW1+ w . z!PD, 
d’oti: 
x(wv - VW) = (WV - VW) * xSSfl + w . x(SsD - DSJ). 
Comme SsD - DSs est interieure (induite par un certain c E K), alors en 
posant wr = WV - vw + wc, on a : 
xwl = zul . xss+1 (x E K). (24) 
Comme a,S = a, , le degre en v  de wr est au plus Cgal a nz. I1 ne peut &tre 
Cgal a rfz, sinon S+-r serait interieur, done S serait interieur. On a degrC 
w1 < degre w, et par suite wr E K. 
Par le Lemme 6, on sait que w engendre un sous-corps K(w) et P C K(w). 
Montrons que S se prolonge B K(w) en I’automorphisme S interieur induit 
par u. En effet, par (23): 
wu - uw = wkfl(a - as) = 0. 
On a done zuS = w, ce qui montre que S est un automorphisme de K(zu). 
Maintenant on a: WV - VW E K(w) puisque zul E K. Par consequent D se 
prolonge a K(w) en une S-derivation i% 
yv = v*yS+yD ( Y E K(w))- 
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Des lors, envisageons deux cas: 
(a) wl f  0. Alors (24) montre que SS+r est interieur, done s -+ I = 4 
(puisqu’on a suppose 0 < s < 4) et (22) montre que: 
.yury-1 Yzz q-1 . .ys-‘. 
Dans ce cas, s est interieur induit par zo-ry. 
(b! zol = 0. Alors ZUD = -ZOC, d’oh: 
nc”D = wih~ f  w . WD = --zo”(cS” + c), 
et par recurrence on voit que, pour tout entier k, il existe n E K tei que: 
w”jj rzz w”d. 
Par consequent, par (23): 
UD = wkih $ wL . aD = ~w7~(du + nD) E K(u) 
et K(U) admet iX 
Posons alors M = K(w) dans le cas (a) et M = K(u) dans le cas (b). Alors 
dl est une extension pseudo-lineaire a drone de K avec un automorphisme S 
et une S-derivation nulle et la Proposition I s’applique. S se prolonge B M 
en un automorphisme interieur induit par u, soit s, et D se prolonge en .une 
S-derivation D et L est une extension pseudo-lineaire a droite de M avec s 
et I7 et la Proposition 2 s’applique. 
Maintenant de toute evidence S se prolonge a L en !‘automorphisme 
interieur induit par ZL. 
Enfin, pour tout K-automorphisme p de L, les reiations (21) et (22) 
montrent que UT et cog, appartiennent a P, done a di et par consequent M 
admet tout K-automorphisme de L (Cette remarque nous servira dans la 
section suivan.te pour les caracteristiques d’extensions galoisiennes). 
PROPOSITION 3. Soit L zme extension pseu,do-likai~~e h dToite d’ordre n d’fm 
covps K awe un az~tomorphisme S et une S-dtkivatiorz e.vt&iewe D. .Supposons 
qu’il existe un plus petit entiev q (1 < q < ~2) tel que S” soit Gzte’rieul- et 21~ 
d&lent u EL tel qzle: 
xu = u . xs (a: E Kj. 
&4lors le Lemme 8 s’applique et de plus n = p”d, d # 1, q 1 6. 
De plus, il existe urz corps inteunkdiuire M (K C All CL) qai est extension 
pseudo-li&aire ri droite de K avec l’automorphisme S et la d&ization nulle et 
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L est extension pseudo-lineaire de Af avec l’automorphisme inte’rieur S induit 
par u et une S-derivation D-, prolongements de S et D a X. 
De plus, M admet tout K-automorphisme de L. 
Enjin, S se prolonge a L en l’automorphisme interieur induit par u. 
7. EXTENSIONS GALOISIENNES 
Cherchons maintenant a quelles conditions L est galoisien sur K, i.e., il 
existe un groupe G de K-automorphismes de L (automorphismes laissant 
invariant tout Clement de K) qui admet K pour corps des invariants. On a 
d’abord le lemme suivant: 
LEMME 9. Soient trois corps KC MC L, avec [L: K],. jini. (a) Si L est 
galoisien SW K et si M admet tout K-automorplzisme de L, alors iI est galoisien 
sur K. (b) Si fi!! est galoisien sur K et si tout K-automorphisme de M se prolonge 
a L, alors L est galoisien sur K. 
Preuve (a). Cette partie est demontree par Cartan dans [2, Theor. 31. 
Evidemment dans ce cas, L est galoisien sur M et tout K-automorphisme de 
M se prolonge Q L (ibid). 
(b) Le groupe des K-automorphismes de Ma pour corps des invariants K. 
De plus, il se prolonge en un groupe de K-automorphismes de L dont le 
corps des invariants est encore K. Done L est galoisien sur K. Evidemment 
L est galoisien sur M. 
7.1. Soit 9) un K-automorphisme de L (9’ f  1): 
VT = vha, + ... + a0 (0 < h < n; a, f  0; ai E K). 
Pour tout x E K, xv = v  . xS + xD exige: 
xvp = vlp .xS+xD. 
En identifiant les coefficients B droite de v”, on trouve: 
xSha,& = ah - xS. 
(25) 
(1) Supposons qu’aucun des Si (1 < i < n) ne soit interieur. Alors 
?z = 1, puis: 
xSa, = a1 . xS 
xD(a, - 1) = a,, * XS - a, . 
On ne peut avoir a, - 1 = a, = 0 puisque v  # 1. On ne peut avoir a, = 1 et 
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a0 f  0, puisque S est exterieur. On a done a, E T, o1 f  1, et D est interieure. 
(2) Supposons qu’il existe un plus petit entier 4 (1 < 4 < z) tel que 9 sort 
interieur et cherchons les conditions ntcessaires pour qu’il existe un element 
’ ‘L’ql ‘F F: de degre 12 en z’, verifiant (25). Pour I? = 1, CT = wzl + a0 doit 
verifier (26). Si a, f  1, D doit Ctre intkieure, et si n, = 1, S doit etre 
mterieur. 
Pour h 3 2, en posant u = VT - Y, la condition (35) donne: 
xu = u . xs (x E K). (27? 
Alors, il se peut que S et D soient exterieurs tous deus, mais alors la 
Proposition 3 s’applique. En resume, ou bien S est interieur, ou bien D est 
interieure, ou, bien S et D sont exterieurs mais il existe 4 (1 < 4 < 71) tel 
que Sq est interieur et un Clement 2.4 EL verifiant (27j et alors, en appiiquant 
la Proposition 3, il existe un corps intermediaire M tel que l’extension L de 
Al soit a automorphisme interieur et I’extension JI de K soit a derivation 
nulle, done dkcomposable en une extension centrale suivie d’une extension 
binomiale; de plus, JU admet tout K-automorphisme de L et le Lemme 9 
s’appliquera. 
7.2. Etudions maintenant les reciproques et en premier lieu supposons 
que D soit interieure (D = 0). 11 existe alors un plus petit entier 9 (1 < 4 < ?ij 
tel que SQ est interieur (induit par y). 
(1’) Si 4 = n, i.e., aucun des Si n’est interieur (1 < i < nj, par la 
Proposition l(a), l’extensionL de K est binomiale et le centralisateur I- = T. 
On applique alors le ThCoGme 5 de [6]: soit 7 l’ordre du groupe 
cyclique engendre par S sur le centre T de K. L est galoisien sur K si et 
seulement s’il existe a E T tel que AT,(a; S) soit racine primitive d’ordre n/a, 
de l’unite. En particulier, si r = 1 (i.e., S = 1 sur T), L est galoisien sur K 
si et seulement si T contient une racine d’ordre z primitive de l’unite et L est 
alors cyclique d’ordre R sur K. Si I’ = n (i.e., S” 1 1 SLIT T (1 < i < n)), 
L est toujours galoisien sur K. 
(2”) Si 4 = 1, S est interieur et on peut supposer S = 1. Moss le poiy- 
nome j(t) appartient a T[t] et l’extension L est centrale sur K. Comme la 
relation (1) se reduit a x;a = z’x (X E K), tout K-automorphisme de L est de 
type %1:‘9j = ;cn- %z,-i + ... + no avec a, E T (0 < i < n) et par consequent L 
est galoisien sur K si et seulement si T(c) l’est sur T. On est ramene au cas 
commutatif bien connu: T(a) est galoisien sur T si et seulement si le polynbme 
f(t) se decompose en facteurs du premier degrC distincts dans T(oj[t]. 
(3”j Si 1 < 4 < n, par la Proposition l(b), si w = @y-l3 K(w) est 
extension centrale de K et L est extension binomiale de K(w). Le centralisa- 
teur II = T(w) est commutatif et admet S, puisque y-r& E T (Lemme 5). 
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Soit v  un K-automorphisme de L: 
vqz = v”-%z,-l + .‘. + a, (ai E K). 
Pour tout N E K, on a XC = v  . xS, done x . VQJ = VT . xS, et par suite: 
d’oti : 
xSiai = ai . xS (O<i<n-1) 
ai = 0 pour i g 1 (mod 4) 
y(i-l)iqa, E T pour i = 1 (mod Q) 
et par consequent vq~ = va avec a E V. 
Notons que: v+p = (va)g = v”NJa; S), et comme Vadmet S, on a @I E V. 
Done K(w) admet p. 
Maintenant tout K-automorphisme y  de K(w) est evidemment du type 
~9, = wb, avec b E V et il se prolonge a L si et seulement si l’equation: 
N&a; S) = b (28) 
a une solution dans V. 
En appliquant le Lemme 9, L est galoisien sur K si et seulement si K(w) 
l’est sur K (cas 2”) et pour tout K-automorphisme w + wb de K(w) (b E V) 
l’equation (28) a une solution a E V. 
7.3. Examinons maintenant le cas ou S est interieur (S = 1) et D est 
exterieure. 
(1) Supposons d’abord que V = T. Alors, par la Proposition 2(b), 
necessairement 12 = pe et l’equation (2) est du type: 
avec : 
x pqp--h E T (1 < h 9 a). 
L’extension L est D-pure. Garacterisons les K-automorphismes de L. 
Puisque V = T, on sait que toute relation du type: 
D% + -I- + Da, E 0 (mod I) (h < p”) 
entraine ai = 0 (I < i < h). Soit alors q~ un K-automorphisme de L: 
‘Vql = v “-lanpl + ... + va, + a, (ui E K). 
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La condition (25) donne, en identifiant les termes constants: 
d’oh: 
SD-la n-1 + ... + sDa, + “a, = agx + XD (x E K) 
z)“-la,n-p + DPZ-“a _ + . . . 
12 2 + D(a, - I) = 0 (mod I) 
et par consequent ai = 0 (2 < i < n - I), a1 = Z et a, E T. Ainsi tout 
K-automorphisme de L est du type z’ -+ w + a (a E T). De plus, v  + a vkrifie 
(29): 
Appliquons les resultats don& par Jacobson [7, p” 2231; a appartient ail 
centre T, done commute avec toutes ses dCrivCes. 
Posons par recurrence sur l’entier k > 1: 
et: 
La condition (30) Cquivaut alors a J(a) = 0. 
L’application a + J(a) est un endomorphisme du groupe additif de T. De 
plus, pour tout a E T [7, p. 2241: 
J,(a) = up + aDp-I. (31) 
Reciproquement, pour tout a E Ker J7 l’application z’ -+ v  + a d&nit un 
K-automorphisme de L. Par consequent, le groupe G des K-automorphismes 
de L est isomorphe au sous-groupe Ker J de T; G est done commutatif, 
Pour tout a E Ker J, a f  0, l’automorphisme yn correspondant dans G es: 
cyclique d’ordre p. 
(1) Si n =p (e = l), alors: 
j(a) = j,(a) + aX,-1 = up + aDo-l + ah,-l I 
S’il existe a + 0 dans T tel que J(a) = 0, alors L est galoisien sur K; en 
effet, il n’existe pas de corps intermkdiaire strict entre K et L puisque f~ est 
premier et pn admet K pour corps des invariants. L est cyclique d’ordre p sur 
K avec l’automorphisme generateur ?(d . 
(2) Supposons e >, 2 et Ker J f  (0). Soit a E Ker j, a f  0. Comme qa 
est cyclique d’ordre p sur son corps des invariants, note AT, alors k est cychque 
d’ordre p SLIT M, done M est d’ordre pe-l sur K. IZ est facile de voir que 
84 A. DONEDDU 
1’ClCment primitif zc qui engendre lW sur K et du type u = VP + va, I’ClCment 
01 E T&ant determine par: 
(v + up + (v + a)ol = VP + vck!, 
soit: 
a* + aDp-l + aa = 0, (32) 
qui determine 01 de facon precise. L’ensemble des solutions a E Ker J de 
l’equation (32) oh 01 est ainsi fix6 dans T, est un sous-groupe additif de Ker J, 
que Son notera E, . A tout a E E, , correspond le m&me corps M des invariants 
par vn et on notera M = L, ce sous-corps associe au sous-groupe E, . 
Maintenant, si Ker / = E, , alors L est invariant par tout K-automorphisme 
de L et L n’est pas galoisien sur K. Pour qu’il le soit, il est necessaire que 
KerJ-EE,+ O. 
Supposons cette condition realisee et soit 6 E Ker J - Ea, (a = aI). Nous 
determinons 01a E T tel que: 
b” + bDp-l + ba, = 0, 
puis nous designons par Eti, le sous-groupe de Ker J des solutions de cette 
equation et par La1 le sous-corps des elements de L invariants par tout vb 
avec b E Em, . 
Remarquons maintenant que L, ( 01 - 01~ ou CQ) admet tout K-automor- 
phisme de L. En effet, pour tout b E Ker J: 
ucpb = (v + b)P + (v + b)ti = zc + J,(b) + bol EL, . 
Par consequent, pour tout b E Eu, , la restriction de vb h Lwl est un K-auto- 
morphisme de La, et cyclique d’ordre p sur La, r\ La2 ; ce dernier sous-corps 
est done d’ordre pe-s sur K et c’est le sous-corps des invariants dans tout 
compose vnvr, = P)a+b , avec a E Erl et 6 E E, . Done La1 (7 La2 correspond au 
sous-groupe Ex, @ Ee, de Ker J. Sr e = 2, alok Lml n L, = K et L est galoisien 
sur K. Si e > 2, alors pour que L soit galoisien sur 2, il est necessaire que 
Ker J - (EN1 @ Eolp) f  ,B. Nous pouvons done poursuivre le raisonnement 
par recurrence descendante sur e. 
Donnons done les definitions suivantes: 
DEFINITION 4. (a) Pour tout 01 E T, notons E, le sous-groupe de Ker J 
des solutions de l’equation a” + aDP-l + sol = 0 (II se peut que E, = (0)). 
(b) Pour tout entier k > 1, nommons suite directe d’ordre k de D-dCcom- 
position dans Ker J, toute suite de k sous-groupes propres EmI ,..., Em,: de 
Ker J tels que Ew, @ Em, @ a.. @ Ewk existe. 
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Alors f, est galoisien sur K si et settlement s’il existe dans Ker J une suite 
directe d’ordre e de D-decomposition. Dans ce cas, ie sow-groupe de G 
isomorphe a @ rGiGe E, .est aussi un groupe de K-automorphismes de L admet- 
tam K pour corps des invariants. 
(2) Supposons maintenant I/ f  T. dlors par !a Proposition 2(c) V est 
engendri: sur T par un Clement u du type: 
u = vpcac + ... + vao + p 
avec 1 < c < e, oli E T, /3 E K, aiD = /ID = 0. 
L’extension K(u) de K est pseudo-lineaire avec l’automorphisme identique 
et la derivation nulle; c’est une extension centrale. L’extension L de 
K(u) est pseudo-lineaire avec l’automorphisme identique et la derivation a, 
prolongement de D a K(u); c’est une extension D-pure. De pius z& = 0, 
Soit y  un K-automorphisme de L. Alors, pour tout x de K: 
.WJ = vx -c XI) 
entraine : 
d’oh: 
x . vp = vp + .rD, 
“(Vcp - v) = (as) - v)x 
et par suite: 
vy  = v  + a, avec a E T7~ 
D’autre part, comme UD = 0, alors a commute avec v  et pour tout entier i: 
done: 
Ug,=U+ C aai=u+b (b E Vj. 
O<ii$C 
Par consequent, UCJI E K(u) et K(u) admet 9). 
Rlaintenant, pour tout K-automorphisme v  de K(u), on a, comme ii est 
facile de le voir: UT = x:i uiyi avec yi E T, done UT - zi = b E V, et y  se 
prolonge a L si et seulement si 1’6quation: 
aPbolc + . . . + aao = b (33) 
a une solution a dans V. 
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En appliquant le Len-me 9, L est galoisien sur K si et seulement si K(u) 
l’est sur K (cas de la Sect. 7.2”) et pour tout K-automorphisme u + u + b 
(b E V) de K(u), 1 ‘C ua ion (33) a une solution a E V. q t 
Consignons ces rCsultats dans le thCor&me suivant: 
TH~OR~ME 6. Soit L une extension pseudo-lineaire d’un corps K, de carac- 
teristique p (0 ou #0) avec un endomorphisme S et une S-derivation D, engendree 
par un element v  vkijiant (1) et (2). S oient T le centre de K et V le centralisateur 
de K dans L. Pour que L soit galoisien SUT K, il est nkessaire et sujisant qu’une 
des conditions suivantes A, B, C, soient re’alisees, suivant que D ou S est inte’rieur 
ou tous les deuw exterieurs: 
A. Si D est interieur (D = 0), il existe un plus petit entier q (1 < q < n) 
tel que Sq est interieur (induit par y). 
(1”) Si q = 1, L est galoisien sur K si et seulement si T(vy-l) est galoisien 
sur T et on est ramene’ au cas commutatif. 
(2”) Siq=n,l ‘ex t ension L est binomiale et on applique le Theo&me 5 de [6] : 
si r est l’ordre du groupe cyclique engendre’ par S sur T, L est galoisien SW K si 
et seulement s’il existe a E T tel que N,r(a; S) soit racine primitive d’ordre n/r 
de l’unite’. 
(3”) Si 1 < q < n, L est galoisien SW K si et seulement si K(vqy-l) l’est 
sur K (cas 1”) et pour tout K-automorphisme vq -+ vqb de K(vqy-l) (6 E V), 
l’equation N,(a; S) = b a une solution a E V. 
B. Si S est inttfrieur (S = 1) et D exterieure (n = p”d, (p, d) = 1): 
(1”) si V = T, on considere I’endomorphisme J du groupe additif de T: 
J(a) = J&a> + Jl,e - 164 hpe-ge-l + **a + J&4 $e-l - (d= 1) 
Alors L est galoisien sur K si et seulement s’il existe une suite directe d’ordre e 
(Eai (1 < i < e)) de D-decomposition dans Ker J. Le groupe de Galois de L sur 
K est commutatif et le sous-groupe isomorphe a @lcic.e EUi a pour corps des 
invariants K. 
(2”) Si V = T(u) f  T, soit u = ~O~i~c vPi~; + p (I < c < e, 01~ E T). 
L estgaloisien sur K si et seulement si K(u) l’est sur K (cas A, (1”) et pour tout 
K-automorphisnze de K(u): u + u + b (b E V), E’equation &<i<c aPiaf = b a 
une solution a E V. 
C. Si S et D sont exterieurs et il existe un plus petit entier q (1 < q < n) 
tel que SQ est interieur et un &nent u EL tel que xu = u . xS (x E K), soit M le 
corps intermediaire don& dans la Prop. 3. Blors L est galoisien sur K si et 
seulement si M est galoisien sur K (cas A) et tout K-automorphisme de M se 
prolonge ci L. 
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Remrques 1. Pour que L soit galoisien sur K, ii es: necessaire que S soit 
un automorphisme. 
2. Si (n, p) = 1 ou p = 0, pour que L soit galoisien sur K, il est necessaire 
que D soit interieure. 
3. Pour 12 = 2, ce theoreme donne le Theo&me 2 de Cohn [3]: Si 4 = 2, 
on se trouve dans le cas A et on constate que L est galoisien sur K si et seuie- 
ment si D est interieure. Si p = 2, et (a) si 5’ est interieur et D esterieure 
(B, (I”)), L est galoisien sur K si et seulement s’il existe a E T* tel que jz,(~) = 
2 + aD + aX, = 0; sib, + 0, alors la solution u = X, est Cvidente puisque 
h,D = 0; (b) si D est interieur et S exterieur (A, (2”)), alors l’extensionk est 
binomiale et est galoisienne sur K si et seulement si T contient a # 1 tel 
que a . aS = 1, c’est-a-dire S f  1 sur T [6] ; (c) si D et S sont interieurs 
(A, (l”)j, alors f(t) = t* + th, + h, est separable dans T[t], done I, est 
galoisien sur K, si et seulement si /\I + 0. 
BIBLIOGR4PHIE 
1. A. +IITSUR, Non commutative cyclic fields, Duke Math. JOIIE.. 21 (1954), 87-105. 
2. H. CARTAN, Theo& de Galois pour les corps non commutatifs, An?. SC. de I”&ie 
h~ornzale Sup&ewe 64 (1947), 59-77. 
3. P. M. COHN, Quadratic extensions of skew fields, F’YOC. London Matk. Sot, 18 
(1961), 531-556. 
4. P. I!& COHN, On a class of binomial extensions, Illil3ois Jour. of &latk. IO (1366), 
41 S-424. 
5. P. b. COHN, “Rings and Their Relations,” Academic Press (1971). 
6. A. DONEDDU, Structures gComCtriques d’extensions finies des corps non com- 
mutatifs, J. Algebra 23 (1972), 18-34. 
7. N. JACOBSON, Abstract derivation and Lie algebras, Tvax~. Amer. M&z. Sot. 42 
(1937), 206-224. 
